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3) Lineare Differentialgleichungen pter Ordnung

Seien gegeben : I C R ein Intervall, a, b : I — R stetig

betrachte y'(z) = a(x) - y(x) + b(z) auf I

homogener Fall : b = 0

Satz 22.4 :

Seien z, € I, ¢ € R. Dann gibt es genau eine Lééung
des Anfangswertproblems

Y (x) = a(x) - y(x) mit y(z,) =c

X

Es ist  y(z) = exp (/a(t) dt) + Co.

To

Beweis :

1) Eindeutigkeit : Satz 22.1!

2) Existenz : leite die Formel ab! -

L]

Konstruktion von Losungen im inhomogenen Fall b # 0 —
“Variation der Konstanten”

Sei p eine Losung # 0 der homogenen Gleichung v/'(z) =
a(z)y()
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(beachte : ¢ # 0 = ¢ ist nirgends = 0 nach 22.1).

Bestimmung einer Losung ¥ : I — R von

() Y@ =ale) - y(e) + )
durch den

Ansatz : y(z) = u(x) - ¢(x) (multipliziere ¢ mit einem
von z abhéngigen Faktor)

Dann :

V() = v(a)- p(z) +ulz)- ()

/() = b(z) / ol2)

!

l

) |
u(z) = <Stammfkt. zZu —) + const
R

Probe : definiere v durch diese Gleichung und setze
U(z) = u(z)p(z) = U lost (x).

Nach 22.1 hat x bei Vorgabe eines Anfangswerte y(x,) = ¢,
hochstens eine Losung. Beachtet man noch 22.4, also die Formel
fiir ¢, so folgt :
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Satz 22.5 :

Set I C R ein Intervall, a,b : I — R seien stetig.
Dann gibt es zu jedem x, € I und jedem c, € R genau
eine Losung V: I — R von

y(zs) = co
y'(z) = a(x)y(z) +b(x) auf I
Es qilt

p(x) = exp (fa(t) dt) ( :> o(xo) = 1)

Beispiel :
Y(x) =2z -y(z)+2°, y(0)=co

Mit den Bezeichnungen aus dem Satz gilt :

T

p(x) = exp (/275 dt) = expi2

Lo

X
2
X
=€
T

16st fir z, = 0 das homogene Problem ¢' = a-¢, ¢(0) = 1

Tz

= Yz} = e - (Co + /e‘t2 13 dt )
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4) Lineare Systeme 1%€f Ordnung

(enthélt als Spezialfall lineare Gleichungen nter Ordnung (via Re-
duktion)).

4 a) Allgemeiner Fall :

Voraussetzungen :

I C R Intervall, A € C°(I,R"), dh. A(z) =

(aij(:c))l mit stetigen Funktionen a;; : I — R, b €
<%,j<n

C°(I,R), b= (by,....by).

Inhomogenes System :

1) Y(@) = Al)y(z) +b(z)

Homogenes System :

(2) y'(x) = A(z) y(=)

bemerke :  Satz 22.2 = lokale Existenz von Losungen.

Wir werden zeigen :

e Losungen zu (1), (2) existieren nach dem Zusatz zu 22.2 auf

ganz [
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e vollstandige Beschreibung der Losungsmenge !

Notation :
Differentialoperator
L:CYI,R") — C°(I,R"), L := 4 — A(x)
dh. L{y)(z) == y/'(z) — A(z) y(z)

bemerke :

)

e [ ist ein linearer Operator

e [osungsmenge des homogenen Systems |

= Nullraum N(L) von L ( = {y € CHI,R")
L{y) :0}) |

Satz 22.6 :
dimN(L) = n
D.h.: (i) Es gibt n linear unabhdingige Losungen des

homogenen Problems..

(1)) n+1 Losungen des homogenen Problems sind
linear abhdngig.

Wir brauchen ein
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Lemma :

Seien y', ..., y" € N(L), ¢ = (41, ¥n)
Man setzt A(xz) = det (yl(x) . y”(x)) (3" als Spalten-

vektoren)
Dann gilt :
i) A(z,) =0fiireinz, <= A=0auf [
i) y1,..., 9" linear unabhingig <= A ist nirgends 0
Beweis (Lemma) : | |

) A(z,) = 0 fiir ein z,

< yY(2),...,y"(r.) € R" sind linear abhéingig

/\2' yi'(ﬂfo) = (.

= EAl,...,AﬁERnicht alle 0 mit
: 1=0

n

n

y(z) =S Ny'(x) 1ost L(y) = 0 auf 1.

1=1

Aus y(z,) = 0 folgt nach 22.1 y(z) =0Vzx € I.

Das bedeutet A(z) = 0 auf [.

ii) A = 0 fiir ein

< y =3 Ay =0auf I mit A; € R nicht alle 0
=1

7

<= y' ..., y" linear abhingig.

Negation dieser Aussage ergibt ii)
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Beweis von 22.6 :

1) Sei ey, ...,e, die kanonische Basis des R", z, € I beliebig.
Nach 22.2 und der anschlieBenden Verschirfung, v'(z) =
A()y(z) = Flz,y(@)) mit |F(z,y) — F(z,5)] < ||A@)] -
|y — 9| (die wir jetzt zum ersten Mal brauchen!), gibt es
yl,. .y € N(L) mit y*(z.) = ;. :

Es ist |
1 0
Alze) = = 1,
0 1
also y!,...,y" linear unabhingig.

ii) Seien y',...,y™ € N(L) mit m > n, z, € I.

| o
—> Jcy,. .., ¢ € Ronicht alle 0 mit ) ¢ y'(x,) =0,
i=1
da y(zo, ..., y"™(x,) in R” linear abhingig sind.

m .
y = > ¢y gehort zu N(L) mit y(z,) =0 23 y =0
i=1

<= y' ..., y™ linar abhingig.

Definition 22.2 :

Eine Basis des Nullraumes von L heifit ein Funda-
mentalsystem zum homogenen System.
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Bemerkung :

Fiir die homogene Gleichung ¢'(x) = a(z) ¢(x) haben
wir explizite Losungsformeln, im Fall des Systems /() =
A(x)y(x) gibt es solche Formeln nur, wenn die Matrix
konstant ist (s. spéter).

Beispiel :
Yo = ay1 ' Yo

0 —«
o , a € R
a 0 Y2

Losungen :

: cos ax ) |
z.B. i) = ( . ax) ,  pa(x) =
—sin ox
cos ax
mit det (gol(x) @Q(x)> = cos2.(oza:)‘+sin2(a:z:) =1

—> (01, 2 bilden Fundamentalsystem

— Ubung :

Umformung homogener linearer Gleichungen der
Ordnung 2, 3 in Systeme p ter Ordnung, Funda-
mentalsysteme?

Wir gehen zuriick zum inhomogenen System (1) und bestimmen

Losungen mit Konstantenvariation.
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Satz 22.7 :
i) Sei yl,...,y" ein Fundamentalsystem zum homo-
genen System. Die reellen Funktionen cq,...,c, :

I — R seten Lésungen von

1=1

auf I. Dann ist y°(x) == > ci(z) y'(x) Lésung von
i=1

(1) |

(ein sogenannte spezielle Lisung).

i) Jede Losung y von (1) hat die Form y=y°+h mit
L(h)=0. ~ o

Bemerkung :

Day'(x),...,y"(x) zu jeder Zeit  linear unabhéngig sind,
werden die Zahlen ¢}(x) durch (x) eindeutig festgelegt. Nun
bestimme man Stammfunktionen!

Bewelis :
(ii) klar!

(i) Seien die ¢; gemé&B(*) berechnet




'E

|

22. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 36
= LY a@r@) - Y@+ awLye

- i=1 i=1 . i=1 C e

= ba)+ Y o) A@) y'(2)

i=1
= b(z) + A(x) (ZOL(CE) yz(x))
=1
]
Bemerkung :

Zur Losung des AWP

y(z) = n€R
y'(z) = Ax)y(z) +b(z)

wihle man ein Fundamentalsystem 4!, . .., 4" und berech-
ne eine spezielle Losung y°; dann setze man

y(z) = y°(@) + ) aiy'(2),
i=1 &
wobei die Zahlen aq,...,a, als Losungen von y°(z,) +
n .
a; y'(z.) = 1 zu bestimmen sind.
i=1
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Beispiel :
/ - y/
{ ?J} Y2 } — 1
Ypg = Y1 t+x ' Yh
0 —1 Y1 ( 0 >
| +
1 0 Yo v4

Die Funktionen (cosx,sinx), (—sinz,cosz) bilden
Fundamentalsystem zum homogenen Problem.

Ansatz :

(o) (40) < (9)

Also :
ci(x)=x-sinz, cy(zr) =z cosx
Wéhle deshalb

ci(z) =sinx —x - cosz, cy(x) =cosz + x -sinz.

ein

37
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Es folgt dann als spezielle Losung :

COS T

() = (sinz—z cosx) +(cos z-+a-sin 2) —sinz \ [ —=x
v a Sin & . costz | 1)

Die allgemeine Losung lautet

e (7)o ()5 (757 s
1 sin COS X
O

4 b) Spezialfall : Lineare Gleichungen héherer Ord-
nung

Solche Gleichungen lassen sich in Lineare Systeme pter Ordnung
transformieren, so dass man direkt die Sétze 22.6 und 22.7 an-
wenden kann. Die hierbei auftretenden Matrizen haben eine sehr
spezielle Gestalt.

Notation :

I C R Intervall, a,...,a,-1, b€ C°(I,R), y: I - R

n—1 ,
1) homogene Gleichung : ™ (z) = 3 a;(z) y@(x)
) i=0
2) inhomogene Gleichung : y™(x) = D ai(z) y W (x) +
b(x).
Beispiel :

y(?’)(x) — 2. y(Q)(:L') +e” - y(x) + sinhx
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Satz 22.8 :

(i) Sei H = {p € C"I,R): ¢ lost (1) }. Dann ist
dim H = n.

D.h. : Es gibt n linear unabhdngige Losungen von (1),
m > n Lésungen sind stets voneinander abhdngig.

O1,-..,pn € H sind genau dann linear un-
abhingig,

wenn fir ein x € I (alle x € 1) gz'Zt :

/ e1(x) ... gpn(a:) \

p1(z) Pn(2) .
det . T £ 0

\ o @) ... o V() )
Man nennt dann <p1,...,§0n emn Fundamentalsy-
stem. |

(ii) Sei U, eine spezielle Losung von (2) Dann gilt :

Lisungsmenge von (2) = V., + H.
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Beweis :
Mit
(0 1 0 ... 0 )
0 1 -
Az) = 0
0 0o . 0 1
\CLO<ZE> ar(z) ... ... an_l(x))
und
0
)= |
b(x)
betrachte

(1) Y'(z) = A(2)Y(z) und
2 Y(z) = Al@)Y(z) +b(z)

Dann gilt :
Y = (Yo, -+, Yn—1) l0st (1)* bzw. (2)*

& y; =y, firi <nm—1und y, l6st (1) bzw. (2).

Daraus folgen mit Satz 22.6 und 22.7 alle Aussagen.

40
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Bemerkungen :

1) Fiir die spezielle Losung W, des inhomogenen Systems macht
man den Ansatz

() p1() + ... + ola) ou() = Ual2)

mit einer Basis o1, ..., ¢, von H. Die Funktionen ¢; ergeben
sich aus
pi(T) 0
n /
/ %(m) . =
; Ci($> - 0
o (@) b()

(apg‘j) fir j =0,...,n — 1 und b(z) sind Spaltenvektoren)

2) Behandlung des AWP :
Vorgabe von ¢(z.), . .., 0" U (x,)
= p = wo = Z 62@2
i=1
¢; derart dass AWP erfiillt.

Fiir lineare Gleichungen der Ordnung n > 1 mit variablen Koef-
fizienten gibt es kein Patentrezept zur Bestimmung eines Funda-
mentalsystems, dasgleiche gilt fiir Systeme mit variabler Koeffizi-
entenmatrix. Aussagen sind manchmal fir Gleichungen €T Ord-
nung moglich. Hier gilt : Hat man eine nichttriviale Lisung o,
des homogenen Problems bestimmdt, so lafst sich diese zu einem
Fundamentalsystem ergdnzen.
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Satz 22.9 :

Ser I C R ein Intervall, a, b € C°(I,R) undp : I — R
ser Losung von :

(¥) () +a(z)y(z) + b(x)y(z) =0
Auf dem Intervall J C I sei v ohne Nullstelle.

Ist dann u eine nicht-konstante Ldsung der Glei-
chung.

2 90/<CE> / ‘ . | .
(%) u (:I:)Jr(Q- o(2) +a(m))-u () =10 (Losung davon s. spater)

auf J, so ist
UV:J—->R, Vi=u-p,
eine von ¢ unabhingige Lésung, d.h. {@, U} ist ein
Fundamentalsystem auf J.
Beweis :
Man setzt ¥ = ¢ - u
— U =g u+upund V' = p"u+u"p+ 2" ¢

benutze () fiir ¢
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(*) 1/
=—¢
" A N Y x " T,
= V'ta-V+b¥ = [—u(ap +bp)+u"p+2u' ¢

Vo
=

+a (©'u+u b
% \Iﬂu p) +buyp

= v’ p+aup+ 2
= ¢ [u” — u’(a + 2%)}
Ergebnis :

Plost (x) <= [.]=0 <= werfillt (xx).

Probe der Linearen Unabhéngigkeit -

det(gpl /'u.gpl ):O
O uet+pu

— * U +ou—upp =0
e u-p?=0

2
p“>0
—

uw =0
L=p .= onst.

u wird aber als nicht-konstant angenommen.

Bemerkung : zu Differentialgleichung () :

(%) tritt als zusétzliche Differentialgleichung bei der An-
wendung des Verfahrens auf. Diese Gleichung 148t sich aber



